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RESUMO

A trelica é um tipo de estrutura das mais comumente utilizadas na construgdo de pontes,
coberturas e torres. Em geral as trelicas sdo compostas por barras retas e conectadas em suas
extremidades. Esta regido onde ocorre a conexdo entre duas ou mais barras é chamada de no.
A sua resolucdo classica deste tipo de estrutura consiste na imposicdo de equilibrio de seus
elementos constituintes (nds e barras), e seus deslocamentos podem ser calculados através de
principios de conservacao de energia. Esta resolucéo se torna por demais custosa e por vezes
inviavel manualmente. Assim este trabalho foca no desenvolvimento de uma ferramenta
grafica-computacional que auxilia na resolucéo de trelicas planas. Como pacote de auxilio na
programacédo optou-se pelo uso do MatLab, em funcdo da suas sub-rotinas previamente
contidas, evitando assim o trabalho de desenvolvimento de rotinas, que ja sdo bem
caracterizadas. Como vantagem do desenvolvimento provido pela a elaboracdo de interface
gréfica, tem-se que o usuario nao precisa ter conhecimentos de programacao e algoritmos para
utilizad-la. Como resultado o programa desenvolvido mostrou-se eficiente e robusto,
apresentando resultados condizentes com o método analitico e com o FTOOL (Programa de
andlise estrutural desenvolvido pela PUC-RJ). Os resultados numéricos foram satisfatorios e a
sua aplicabilidade se mostra bastante abrangente. Contudo pretende-se em trabalhos futuros,
expandir o referido programa mediante a consideracdo do problema tridimensional e a
possibilidade de usar uma plataforma ainda mais amigavel para o usuario.

Palavras-chave: Analise Estrutural. Métodos Numéricos. Método dos elementos finitos.
Trelica bidimensional.



ABSTRACT

The truss is a structure type most commonly used in the construction of bridges, roofs and
towers. In general, the trusses are composed of straight bars and connected at their ends. This
region is where the connection between two or more bars happens is called a node. Its
classical resolution of this type of structure is the imposition of equilibrium of their
constituents (nodes and bars), and their displacements can be calculated using principles of
energy conservation. This resolution becomes too costly and sometimes impractical manually.
Therefore this work focuses on developing a graphical tool that assists in computational-
resolution bi-dimensional trusses. As aid package of programming was chosen using MatLab,
depending on their previously contained subroutines, thus avoiding the development work
routines, which are already well characterized. As an advantage of development provided by
the development of graphical user interface, we have that the user does not need to have
programming knowledge and algorithms to use it. As a result the program was proven to be
efficient and robust, showing results consistent with the analytical method and the FTOOL
(structural analysis program developed by PUC-RJ). The numerical results were satisfactory
and show its applicability is quite comprehensive. However it is intended in future work to
expand this program by considering the three-dimensional problem and the possibility of
using a platform even more user friendly.

Keywords: Structural Analysis. Numeric Methods. Finite Elements Method. Bidimensional
Truss.
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1 INTRODUCAO

1.1 ASPECTOS GERAIS

As trelicas séo elementos estruturais amplamente utilizados em obras de engenharia
devido a sua versatilidade, economia e pequeno peso proprio se comparado com as cargas que
podem suportar. Sdo frequentemente utilizadas na construcdo de pontes, torres de telefonia e
coberturas. As trelicas sdo capazes de vencer grandes vaos, podendo as mesmas serem planas
ou tridimensionais.

As trelicas sdo formadas através de elementos delgados, chamados de barras,
conectados em suas extremidades. Ao encontro de extremidades de duas ou mais barras dar-se
o nome de ‘nd’. Embora na pratica sejam utilizados parafusos, rebites ou soldas para conectar
as barras de uma trelica, a modelagem fisico-matemaética considera que os elementos de uma
trelica sdo conectados através de rétulas, ou pinos.

Essa consideracdo implica que as conexdes que unem os elementos de uma treligca
ndo apresentam algum tipo de restricdo a rotacdo em torno de um eixo normal ao plano em
que se encontra a trelica, para o caso de trelicas planas, mesmo sabendo que, na prética,
embora minima, existe restricdo a essa rotacdo. Desta forma, os elementos da trelica sao
projetados para resistirem apenas a esfor¢os normais.

1.2 OBJETIVOS E JUSTIFICATIVA

O presente trabalho tem como objetivo elaborar um aplicativo baseado no Método
dos Elementos Finitos em ambiente MATLAB para a analise de trelicas planas provido de
uma interface grafica amigavel ao usuario. Espera-se que o aplicativo elaborado neste
trabalho possa facilitar a interacdo do usuario com o processo de inser¢cdo de dados
necessarios a andlise, bem como calcular reacdes de apoio, forcas e tensfes internas aos
elementos e deslocamentos. Apos obter esses resultados, 0s mesmos deverdo ser apresentados
ao usuario através de tabelas e de forma grafica em escala proporcional, facilitando a
compreensdo e manuseio do usuério.

Este trabalho é importante, pois demonstra a importancia do MEF, bem como a
poderosa ferramenta que € o MATLAB. O aplicativo desenvolvido pode ser utilizado como
ferramenta de ensino, pesquisa e até mesmo extensdo, possibilitando o acesso ao mesmo para
aqueles gue ndo possuem recursos suficientes para adquirir aplicativos comerciais, que em sua
maioria, necessitam de um alto investimento para serem adquiridos. Por fim este, também
serve para mostrar como o advento computacional é indispensavel para o calculo mais preciso
e com melhor aproveitamento do tempo na analise de estruturas.
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2 ESTUDO DAS TRELICAS E METODOS DE ANALISE DE ESTRUTURAS

Trelicas sdo estruturas articuladas utilizadas em diversos campos da engenharia.
Segundo Beer (1977) as trelicas sdo estruturas utilizadas na engenharia para os mais diversos
fins, e elas sdo formadas por barras retas articuladas nas juntas ou nés. Trelicas séo
comumente utilizadas em torres de telefonia, pontes e coberturas (figura 2.1).

Figura 2.1 — Trelica utilizada em coberturas.

Fonte: Autoria propria.

Embora as barras de uma trelica, na realidade, sejam frequentemente unidas por meio
de conexdes rebitadas (figura 2.1), soldadas ou rotuladas, costuma-se considerar que as barras
sdo unidas por meio de pino. Essa consideragdo sugere que apenas as forcas axiais atuam
sobre as barras da trelica, no que diz respeito a analise da mesma, ndo havendo assim a
transmissao de qualquer momento ou forga cortante entre barras que concorrem num dado no.

Figura 2.2 — Esquema da conexdo das barras através de rebites ou parafusos.

Fonte: Hibbeler (2012).

Na pratica, porém, sabe-se que existe a transmissdao de momentos entre as barras
(uma vez que os nos ndo sdo totalmente flexiveis, no sentido de permitir o giro das barras), e a
acdo destes momentos faz surgir tensGes secundarias, mas que, por serem de grandeza
inferior as tensGes (primarias) provocadas pelo esforco normal, eles podem ser
desconsiderados. Portanto, “a Unica deformacdo possivel para essa trelica ¢ aquela que
envolve pequenas alteragdes no comprimento de suas barras” (BEER, 1977). Em Hibbeler
(2012) alerta que para alguns tipos de geometrias de trelicas as tensdes provocadas pelos por
efeitos de flexdo podem ser grandes.
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As barras das trelicas sdo conectadas e delimitadas através de nés, ndo sendo elas
continuas através de um no. As barras que compdem as trelicas sdo elementos retilineos e
delgados, e suportam cargas axiais (de modo que o esforco interno preponderante seja a 0
esforco normal), sejam elas de compressdo ou tragcdo, podendo suportar pequenas cargas
laterais.

No que se diz respeito ao projeto e execucdo, considera-se que as cargas estdo
aplicadas exclusivamente sobre os nos (figura 2.3a), o que implica na preponderancia dos
esforgos axiais. Porém, quando os carregamentos ndo estdo aplicados sobre 0s nds, isto é, esta
aplicado sobre uma barra (figura 2.3b), existird sobre esta barra momentos fletores e esforcos
cortantes.

Na modelagem fisico-matematica as cargas atuantes devem ser aplicadas diretamente
sobre 0s nos da trelica, e 0 peso de cada barra devera ser distribuido entre os dois nds que a
compde.

Figura 2.3 — Tipos de trelicas

1,00

(@) (b)

Fonte: Autoria prépria

Segundo Beer (1977) as estruturas reais sdo feitas de varias trelicas unidas para
formar uma estrutura espacial. Cada trelica é projetada para suportar as cargas que atuam em
seu plano e, assim, pode ser tratada como uma estrutura bidimensional.

Quanto a sua formacédo as trelicas planas podem ser classificadas como simples,
compostas e complexas, conforme exemplificado na figura 2.4a, 2.4b e 2.4c, respectivamente.
Uma trelica simples é aquela onde a partir de um nd pode-se obter duas barras conectadas a
nos distintos, sendo os trés referidos nds nédo lineares.

As trelicas compostas sdo obtidas atraves da conexdo entre duas ou mais trelicas
simples, pois “muitas vezes este tipo de trelica € usado para suportar as cargas que atuam
sobre grandes véos, uma vez que é mais econdmica a construcdo de uma trelica composta um
pouco mais leve do que usar uma trelica tnica e simples mais pesada” (HIBBELER, 2012,
p.86, traducdo nossa). Ja as trelicas complexas sdo aquelas onde nao se pode classificar como
trelica simples ou composta.
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Figura 2.4 — Tipos de trelicas

(a) (b) (c)

Fonte: Autoria propria

Quanto a estaticidade as trelicas podem ser enquadradas segundo 0s seguintes tipos:
hipoestaticas (nimero de incognitas inferior aos nimero de equacdes), isoestaticas (nimero
de incognitas iguais aos numeros de equacdes disponiveis) ou hiperestatica (nimero de
incAgnitas maior que o nimero de equacdes disponiveis). Diz-se que uma trelica € rigida se
essa nao entrar em colapso (BEER, 1977). Considerando b o numero de barras que
constituem a trelica, o nimero de reagdes externas e n 0 nimero de nds, a estabilidade de
uma trelica pode ser comprovada se satisfeita a condicdo da equacdo 2.1 (para 0 caso
bidimensional).

2n=b+r (2.1)

2.1 METODOS DE ANALISE

A resolucdo ou analise de uma trelica consiste em conhecer, além das reacGes de
apoios, os esforgos solicitantes em seus elementos, tanto sua magnitude como efeito, seja ele
de compressdao ou tracdo. Os métodos analiticos para resolucdo de trelicas usualmente
utilizada sdo o méetodo dos nds e o método das se¢bes (ou método de Ritter). Existe ainda o
método grafico de Maxwell-Cremona, por razdes praticas em desuso atualmente, mas de
grande valia e antes do advento computacional era 0 método mais pratico e largamente
utilizado. Paralelo ao avango do advento computacional surgiram ferramentas que
possibilitaram a reducdo de tempo e 0 aumento da praticidade, mostrando-se mais vantajoso
em relacio ao meétodo de Maxwell-Cremona. Nesta se¢do busca-se de forma sucinta
apresentar as caracteristicas destes métodos.

2.1.1 O METODO DOS NOS

O meétodo dos nos é baseado no equilibrio de um ponto material e na terceira Lei de
Newton, a conhecida lei da “acéo e reacdo”. Devido as convencdes previamente estabelecidas,
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a analise através do método dos nds se resume ao equilibrio dos nos que interligam as barras
de uma trelica. Uma vez que a trelica estd em equilibrio, cada n6 também precisa estar em
equilibrio (BEER, 1977). Sobre os n6s de uma trelica podem atuar forcas externas a estrutura
(reacBes nos apoios, carregamentos externos) e forgas internas provenientes da reacao dos nos
aos esforcos internos atuantes das barras. A figura 2.5 ilustra o diagrama de corpo livre de um
n6 de uma trelica.

Figura 1.5 - Diagrama de Corpo Livre de um ponto material
r’:/‘-~\\\
Fel "v" ,, an] \\
- II \\
ta ) 1 ® F
\V: \ / \ Ijl‘
y ‘x‘ \ ’
["‘ / [2T\\\~\\\ Fn F‘Z I,
\\‘\ ”

-
Soe——

Fonte: Autoria nossa.

Para cada nO da estrutura existem duas equacBes de equilibrio que podem ser
resolvidas para duas incognitas por no. Relacionando essa informagdo com a equacdo 2.2,
observa-se que, para uma trelica simples, a quantidade de incognitas que podem ser resolvidas
é de b + 3, considerando b o nimero de barras da trelica. Dessa maneira, é possivel analisar
uma trelica simples através da solugdo de nds que contenham apenas duas incognitas. Através
a analise estatica de cada n6 da estrutura € que sdo conhecidas as forcas atuantes em cada
elemento.

b=2n-3 (2.2)

Uma das vantagens desse método de analise é a utilizacdo para a resolucdo de
qualquer tipo de trelicas por completo sem a necessidade de utilizacdo de outro método.
Consiste em um método muito simples, consistindo somente na verificacdo das condicdes de
equilibrio para o ponto material. Pode-se citar como desvantagem o tempo necessario para a
resolucdo de estruturas maiores, além de ser necessario resolver toda a estrutura para se
conhecer os esforgos atuantes em seus elementos.

2.1.2 METODO DAS SECOES

O meétodo das secOes baseia-se no equilibrio de um corpo rigido e consiste em
seccionar virtualmente parte da estrutura onde se deseja realizar a andlise e utilizar as
condi¢cdes de equilibrio para encontrar valores para forcas nos elementos seccionados.
Segundo Hibbeler (2012), se a trelica estd em equilibrio, cada uma de suas secbes devera
tambem estar em equilibrio.

A utilizagdo deste método requer que seja definida uma secdo interceptando os
elementos da trelica os quais se deseja conhecer as forcas internas atuantes. Em seguida se
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escolhe uma das partes da estrutura a ser analisada, utilizando as trés equacOes da estatica, a
saber:
YE =0 YE =0eXM,=0. (2.3)

Diferentemente do método dos nos, onde se utiliza do equilibrio para um ponto
material, 0 método das se¢des utiliza do conceito de equilibrio de um corpo rigido, o que
implica na necessidade de verificagdo da resultante dos momentos em torno de qualquer ponto
da estrutura ser nula.

Uma das vantagens da utilizacdo deste método é a possibilidade de analisar uma
determinada parte da estrutura sem ser necessario resolvé-la por completo. Este método € dtil
quando se deseja conhecer os esfor¢cos em determinados elementos da estrutura em particular.

Figura 2.6 — Trelica seccionada.
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Fonte: Autoria prépria.

Cabe ressaltar que existem algumas restrices para a utilizacdo deste método. Ao
seccionar a estrutura, no maximo trés elementos devem ser seccionados, ndo podendo estes
ser concorrentes em um mesmo no ou paralelos. Se seccionados mais do que trés elementos, a
solucdo pode ndo ser dada diretamente através da utilizacdo das equacOes da estatica. Se
forem secionadas barras paralelas o sistema de equacGes sera linearmente dependente,
implicando na indeterminacéo do sistema.

Em alguns casos, a utilizacdo exclusiva do método das sec¢Bes seré insuficiente para a
analise estatica completa de uma trelica, se fazendo necesséaria a utilizacdo do método dos nds
para alguns pontos da estrutura.

2.2 METODOS NUMERICOS PARA A ANALISE DE ESTRUTURAS

Devido a complexidade e particularidade dos problemas de engenharia encontrados
no cotidiano, aliados a necessidade de realizacdo das analises em um menor periodo de tempo
e ao avanco tecnoldgico na area computacional, os computadores se tornaram ferramentas
importantes para a andlise estrutural. Dessa forma métodos numéricos que ja vinham sendo
elaborados e estudados foram se tornando uma ferramenta de calculo primordial para a analise
estrutural e computacional.

Dentre os métodos numéricos mais relevantes da area de analise computacional de
estruturas pode-se citar o Método das Diferencas Finitas, Métodos dos Elementos Finitos e o
Métodos dos Elementos de Contorno. Entre os quais o Método dos Elementos Finitos o mais
utilizado devido a sua versatilidade e facilidade de implementacéo.

O presente trabalho apresenta a utilizacdo dos conceitos do Método dos Elementos
Finitos (MEF) para a anélise de trelicas planas. A formulagdo cléssica do Método dos
Elementos Finitos é baseada na determinacdo dos deslocamentos nodais, e através desses séo
estimadas as forgas, tensdes e deformagdes da estrutura.
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2.3 BREVE HISTORICO SOBRE MEF APLICADO AS TRELICAS

Embora tenha se popularizado paralelamente ao desenvolvimento do advento
computacional, o MEF teve sua origem antes da popularizagdo do mesmo, porém néo era
frequentemente utilizado devido ao grande esfor¢o necessario para se resolver seus problemas
sem auxilio de um computador.

LOGAN (2007) apud LEVY 1947 desenvolveu o método das forcas, ou da
flexibilidade, e em 1953 seu trabalho sugeriu que outro método (o método da rigidez ou dos
deslocamentos) poderia ser uma alternativa promissora para 0 uso na analise estatica de
estruturas de aeronaves. Entretanto, suas equacdes eram ineficientes para solucdo analitica,
tornando 0 método popular apenas com o advento da computacgéo digital de alta velocidade.

Segundo LOGAN (2007, p.2), o primeiro tratamento de elementos bidimensionais
foi realizado por TURNER et al. em 1956, derivando desse trabalho a matriz de rigidez para
os elementos de trelica, elementos de viga e elementos sobre estado plano de tenséo,
definindo o processo conhecido como o método da rigidez direta, através da obtencdo da
matriz de rigidez total da estrutura.

O mesmo TURNER et al. (1956) promoveu o desenvolvimento da expressdo das
equacOes de rigidez dos elementos finitos na notacdo matricial, facilitando sua aplicacdo na
anélise computacional. O termo “elementos finitos” foi introduzido por CLOUGH em 1960
ao utilizar elementos triangulares e retangulares para analise em tensdo em estado plano.

O Método dos Elementos Finitos estd em constante evolucdo, sendo desenvolvidos
trabalhos que buscam uma aproximagdo ainda melhor dos valores, utilizando de fungdes
aproximadoras, promovendo resultados mais precisos. Entretanto, 0 aumento no nimero de
elementos e o uso de funcbes aproximadoras com graus elevados requerem uma maior
capacidade de processamento da unidade computacional.

Por se tratar de um método numérico, 0 MEF provém resultados aproximados a
aqueles gue seriam obtidos através de solucdo analitica.
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3 O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O Método dos Elementos Finitos € um método numérico para resolucdo de
problemas de engenharia. E utilizado para resolver problemas de analise estrutural,
transferéncia de calor, escoamento de fluidos, transporte de massa e potenciais
eletromagnéticos. Devido a complexidade dos problemas encontrados em situacGes
cotidianas, como geometria e carregamentos complexos, propriedade dos materiais, nem
sempre é possivel obter solucfes mateméticas analiticas de modo eficiente. As solugdes
analiticas desses problemas geralmente requerem a solucdo de sistemas de equacdes
diferenciais ordinarias ou parciais. O uso de métodos numéricos, como o Método dos
Elementos Finitos provém uma solucdo aceitdvel para esses problemas, possibilitando a
andlise através da solucdo simultanea de equacdes algébricas, ndo sendo mais necessaria a
solucéo de equac0es diferenciais.

Os meétodos numéricos aproximam os valores das variaveis desconhecidas atraves da
discretizacdo (subdivisdo) do dominio continuo, isto é, consistem em dividir o sistema em
pequenas partes (elementos finitos) interconectadas através de nds (elemento unidimensional),
linhas de contorno (elemento bidimensional) ou superficies (elemento tridimensional). Para se
resolver um problema, formulam-se equagOes para cada elemento e em seguida as combina
para se obter a solucdo de todo o problema.

Na andlise estrutural, a solucdo dos problemas consiste em determinar 0s
deslocamentos nodais (processamento) da estrutura sujeita a determinadas condicbes de
carregamento. Devido aos esfor¢os nos elementos da estrutura possuir relagdes diferenciais
com os deslocamentos, pode-se determina-los a posteriori (pds-processamento). Segundo
LOGAN (2007, p.7), ha tipicamente dois tipos de aproximaces diretas associadas ao Método
dos Elementos Finitos aplicados aos problemas de estruturas mecanicas, sendo o método da
flexibilidade, ou das forc¢as, e 0 método da rigidez, ou dos deslocamentos.

O método da flexibilidade assume as for¢as internas aos elementos como as variaveis
desconhecidas do sistema, enquanto que o método da rigidez assume que 0s deslocamentos
sdo as variaveis desconhecidas. No método das forcas sdo usadas inicialmente as equacoes de
equilibrio, sendo necessaria posteriormente a utilizacdo de equacdes de compatibilidade
adicionais, 0 que resulta em um conjunto de equacdes para determinar forcas redundantes ou
desconhecidas. O método da rigidez assume que os elementos interconectados em pontos
comuns antes do carregamento permanecem interconectados depois de deformados. As
equacdes que regem neste método sdo expressas em termos dos deslocamentos e pelas leis
que relacionam forcas e deslocamentos.

Os métodos de aproximacdo supracitados apresentam formulagdes diferentes,
flexibilidade e rigidez, respectivamente, assim como varidveis desconhecidas,
respectivamente, forca e deslocamentos. Foi escolhido o método da rigidez para utilizacdo
neste trabalho.

3.1 METODO DA RIGIDEZ PARA ANALISE DE TRELICAS PLANAS

O método da rigidez serd utilizado neste trabalho devido sua formulagéo
computacional ser mais simples, se comparado ao método das forgas, para analise estrutural,
além de possibilitar uma formulacdo generalista e poder ser utilizando tanto para estruturas
estaticamente determinadas quanto indeterminadas. Além disso, 0 método da rigidez trabalha
diretamente com forcas e deslocamentos, enquanto o método da flexibilidade os
deslocamentos ndo sdo obtidos diretamente.
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A aplicacdo do método da rigidez requer a subdivisdo da estrutura em elementos
finitos identificando suas extremidades, ou n6s (HIBBELER, 2012, p.540). Para a andlise de
trelicas planas, adota-se cada membro da trelica como um elemento finito, sendo delimitados
pelos seus nés. A formulacdo deste método consiste em conhecer a relacdo forga-
deslocamento (rigidez) de cada elemento usando as equacGes de equilibrio de forcas nos nés.
Essas relacOes, para a estrutura inteira, sdo agrupadas em uma matriz chamada de matriz de
rigidez da estrutura, aqui representada por K, que uma vez estabelecidas, os deslocamentos
desconhecidos podem ser determinados para quaisquer condi¢cbes de carregamento na
estrutura. A relacdo forca-deslocamento em cada elemento serd chamada de Matriz de Rigidez
do Elemento, representada por k.

3.2 FORMULACAO

Antes de inicializar a anélise de uma estrutura, é necessario identificar os nés e 0s
elementos que compdem essa estrutura (discretizacdo), sendo os elementos identificados por
seu né inicial e final. Neste trabalho os nds serdo representados por nimeros dentro de
circulos, enquanto os elementos serdo representados por nimeros inscritos em quadros, como
representado na figura 3.1:

Figura 2.1 - Identificacdo dos nos e elementos.

Fonte: de nossa autoria.

Devido a formulacdo do método dos deslocamentos ser realizada através da algebra
matricial, € necessario estabelecer um sistema de coordenadas para se estabelecer um correto
senso de direcao.

Adota-se um sistema de coordenadas com o eixo das abcissas (x') na direcdo do
elemento e o eixo das ordenadas (y') perpendicular a esse, como ilustrado na figura 3.2. Esse
sistema € chamado de sistema de coordenadas local ou do membro, e é adotado para
especificar a direcdo dos deslocamentos e carregamentos internos.

Outro sistema de coordenadas x — y, esse chamado de global ou da estrutura, €
adotado para especificar o sentido de cada forca externa e as componentes dos deslocamentos
nodais, como ilustrado na figura 3.2.
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Figura 3.2 - Sistemas de coordenadas global e local.

Fonte: de nossa autoria.

3.21 DETERMINACAO DA RIGIDEZ DO ELEMENTO

Considerando que as barras de uma trelica estdo interligadas por meio de nds e estéo
submetidas apenas a esfor¢os de tracdo ou compressao, cada nd sem vinculos externos desse
elemento permitira duas formas de deslocamento, sendo uma no sentido do elemento e outro
perpendicular a esse, considerando o sistema de coordenadas local.

Determinar a rigidez de um elemento consiste em analisar qual o esfor¢co necessario
para provocar um deslocamento unitario em uma das extremidades do elemento. No caso das
barras de uma trelica se deseja conhecer qual a forca de tracdo ou compressao necessaria para
provocar um deslocamento unitario em uma das extremidades da barra.

Considera-se inicialmente o elemento representado na figura 3.3 fixo em uma de suas
extremidades (n6 final f) e livre na outra extremidade (n6 inicial i). Aplica-se um
deslocamento unitario positivo d; na extremidade livre do elemento, provocado pela forca N;,
gue provocard uma reacdo no apoio na extremidade fixa de mesma intensidade com sentido
oposto Ny.

Figura 3.3 - Deslocamento unitario em um elemento de barra provocado por
carregamentos externos.

Fonte: autoria propria.
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Se o elemento tiver area de secdo transversal 4, a tensdo normal ¢ provocada por N
sera dada pela equacéo 3.1,

=

S 3.1
(0 ( )
Pela Lei de Hooke, sabe-se que:
=FEe=F I =F (3 2)
(0 & .

onde E é o mddulo de Young do material, € a deformacdo provocada pelo carregamento, L é 0
comprimento inicial do elemento e L’ é o comprimento final do elemento. Relacionando a
equacdo 3.1 com a equacdo 3.2, obtém-se a equacdo 3.3.

Ne _go (3.3)

Através de manipulacdo matematica se obtém a relacdo entre carregamento e forca
para um elemento submetido apenas a esfor¢os normais apresentados na equacgéo 3.4.

N/ =—§ (3.4)

Dessa forma, a for¢a necessaria para causar um deslocamento unitario em um
elemento de barra sera dada na equacéao 3.5.

N =22 (3.5)

A relacdo entre as forgas e os deslocamentos no elemento de barra da figura 3.3 €
apresentada na equacao 3.6.

EA

l

Onde d, é o deslocamento na extremidade livre do elemento da figura 3.3.
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De maneira semelhante pode-se encontrar a relacdo forca-deslocamento para o
elemento considerando que a extremidade inicial i agora esta fixa enquanto a extremidade
final f esta livre, onde esta sendo aplicada uma forga N¢, como mostrado na figura 3.4.

Figura 3.4 — Deslocamento unitario local
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De modo semelhante ao realizado anteriormente se obtém a relagdo forca-
deslocamento para a extremidade final do elemento de barra na equacgéo 3.7.

Fonte: de nossa autoria.

—N!" = Nf” =—d, (3.7)

onde d, é o deslocamento na extremidade livre na figura 3.4.
Através da sobreposicdo dos efeitos das forcas representadas nas figuras 3.3 e 3.4,
obtém-se a relagdo forca-deslocamento para o elemento de barra apresentada na equacéo 3.8.

N EAd EAd
i= 7 41 ——F4y

leA l}é’A (3'8)
Nf=—Td1+Td2

Utilizando a notacdo matricial, o sistema pode ser escrito como apresentado nas
equacoes 3.9.

wl=T18 ] @9

Ou de forma mais compacta, como apresentado na equacao 3.10.
N =k'd (3.10)
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Onde,
=711 @10

A matriz k' ¢ chamada de matriz de rigidez do membro e nela estdo contidas as
relacBes forca-deslocamento para o elemento de barra e € igual para todo elemento de barra
submetido apenas a esfor¢os normais. “Os quatro elementos que compdem a matriz sdo
chamados de coeficientes de influencia de rigidez do membro, k;;. Fisicamente, k;; representa

a forca no n6 i quando um deslocamento unitario é imposto ao no j” (HIBBELER, 2012). Da
mesma forma, coeficientes de influencia de rigidez da estrutura, K;; , e representam a relagao
forga-deslocamento para a estrutura.

3.22 MATRIZES DE TRANSFORMACAO DE DESLOCAMENTOS E FORCAS

Devido as trelicas serem compostas de varias barras (elementos) que possuem
direcbes diferentes se torna necessario desenvolver um método que possibilite a
transformacéo de forcgas e deslocamentos referenciados no sistema de coordenadas local para
0 sistema de coordenadas global. Por convencdo, adotar-se-& o sistema de coordenadas global
tendo o sentido positivo dos x para a direita e o sentido positivo dos y para cima.

O menor angulo entre o semieixo positivo x’ do sistema de coordenadas locais e o
semieixo positivo dos x do sistema global serd chamado de 6,., como representado na figura
3.5.

Figura 3.5 — Relacgao entre os sistemas de coordenadas.

Fonte: Autoria propria.

Os cossenos e senos de O, serdo representados por C e S, respectivamente, e podem
ser obtidos em fungdo das coordenadas dos nos referenciados no sistema global de
coordenadas, sendo | (x;y;)e F (xr,yr) 0s nos inicial e final, respectivamente, como
apresentado nas equaces 3.12 e 3.13.

C = cos(B,) = e i el 3.12
YL G+ O (312
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Yr— Vi _ Yr—Yi
L Vr=x)? + (vp—y:)?

S =sen(6,) = (3.13)

3.2.2.1 TRANSFORMACAO DOS DESLOCAMENTOS

A relacdo forca-deslocamento até aqui apresentada é referente ao sistema de
coordenadas local e valida exclusivamente para os membros que tiverem a mesma orientacao
e a mesma referéncia ao sistema de coordenadas.

Ao se analisar uma trelica que possui elementos em direcOes diferentes, é necessario
referenciar as forcas e deslocamentos a um sistema de coordenadas comum a elas, chamado
aqui de sistema de coordenadas global.

Segundo Hibbeler (2012, p. 544), no sistema de coordenadas global cada né possuira
dois deslocamentos independentes, ou graus de liberdade. Os graus de liberdade no nd inicial
do elemento serdo identificados por D;, e D;,, respectivos aos deslocamentos na diregdo x e
y. Os graus de liberdade no no final do elemento serdo identificados por Dy, € Dy,
respectivamente os deslocamentos na dire¢do x e y. Ambos sdo referenciados em relagdo ao
sistema global de coordenadas.

Em cada elemento, no nd inicial existira d;, e d;,, deslocamentos locais, respectivos
aos deslocamentos na horizontal e vertical. De maneira similar, existirdo no né final do
elemento os deslocamentos dp, € dy,,.

Inicialmente se considera que a extremidade final do elemento esta fixa e a
extremidade inicial livre, como ilustrado na figura 3.6.

Figura 3.6 — Deslocamento horizontal unitario na extremidade livre do elemento.

X’

Fonte: Autoria prépria.

Considerando um deslocamento horizontal unitéario D;, em relagdo ao sistema global
de coordenadas, o deslocamento correspondente na direcdo da barra sera D;,.cos(6,). De
maneira similar, considera-se um deslocamento unitario vertical D;, na extremidade livre do
elemento em relacdo ao sistema global de coordenadas, sendo o deslocamento correspondente
na direcdo da barra D;),sen(©,).
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Dessa maneira, os deslocamentos globais e locais no no inicial se relacionam pela
equacéo 3.14.

d; = Djy cos(B,) + D;y,sen(6,) (3.13)

A relacdo entre os deslocamentos locais e globais no n6 final de cada elemento pode
ser obtida de maneira similar ao né inicial, porém considerando o né inicial fixo e o n6 final
livre. Sejam Dy.€ pfyos de_slogamentos globais ? Dfycos(0,) € Dpysen(By) - 0s
deslocamentos respectivos na direcdo da barra, a relacdo entre os deslocamentos globais e
locais no no final é dada na equacéo 3.14.

ds = Dy c0s(0y) + Dy, sen(0,) (3.14)

Considerando C = cos(6,) e S =sen(6,) e utilizando a notacdo matricial, o
sistema das equagdes 3.13 e 3.14 pode ser escrito como na equagéo 3.15.

d Cc S 00 I[giX]I
i| _ iy
[df] o 0 C S] Dix (3.15)
Dgy
Ou ainda, de forma reduzida como na equagao 3.16.
d=TD (3.16)

A matriz T na equagdo 3.16 € a matriz de transformacdo dos deslocamentos, e
transforma quatro componentes de deslocamentos globais em duas componentes de
deslocamentos locais.

3.2.2.2 MATRIZ DE TRANSFORMAGCAO DE FORCAS

Ao se analisar uma trelica se torna mais conveniente conhecer quais as componentes
das forcas atuantes na estrutura em relacdo ao sistema global de coordenadas, por este ser
comum & toda a estrutura. A matriz de transformacdo das forcas relacionara as forgas
referenciadas no sistema global de coordenadas e as referenciadas ao sistema local de
coordenadas.

Considera-se uma forga N; aplicada no no inicial de um elemento de barra, mantendo
o né final fixo, como mostrado na figura 3.7.
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Figura 3.7 — Relagdes de forcas em um elemento.

Fonte: Autoria prépria.

Projetando a forga N; na direcdo dos eixos do sistema global de coordenadas se
obtém as componentes dessa forca neste sistema. As componentes de N; no sistema global
podem ser obtidas pelas equacdes 3.17 e 3.18.

Nix = N; cosB, = N; C (3.17)

Niy = NL' S@Tlex = Ni S (318)

De modo similar, considerando uma forga N, aplicada no no final do elemento,
estando o no inicial fixo, suas componentes no sistema de coordenadas global sdo obtidas
através das equacdes 3.19 e 3.20.

ny = Nf Cosex = NfC (320)

De forma matricial, o sistema de equagdes compostos pelas equagbes 3.17, 3.18, 3.19
e 3.20 podem ser escritas como na equagéo 3.21.

[xf] (3.21)

nh Oo o

Ou de modo mais compacto, considerando N, como o vetor que contém as

componentes das forcas no sistema global e N; como o vetor que contém as forgas no sistema
local de coordenadas, como na equacdo 3.22.

N, =TTN, (3.22)

A matriz TT transforma duas forcas locais (x") N, agindo nos nés em quatro
componentes globais (x,y) N, de forca. Essa matriz € chamada matriz de transformacéo de
forcas e € a transposta da matriz de transformacéo dos deslocamentos.
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3.2.3 MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL DO ELEMENTO

Uma vez realizada a analise da rigidez, deslocamentos e forca para um elemento
finito, é necessario unir as informacdes de todos os elementos para se proceder com a analise
da estrutura por completo, ou seja, & necessario combinar as contribuicdes de cada elemento.

O primeiro passo nesse processo de sobreposicdo dos efeitos € determinar a matriz de
rigidez global do sistema. A matriz de rigidez representa a rigidez total da estrutura, e
relaciona os deslocamentos e forcas referenciados ao sistema global de coordenadas.
Relacionando as equacgfes 3.16 e 3.10 é possivel determinar as forgas locais no elemento N;
em termos dos deslocamentos globais d,;, como mostra a equagao 3.23.

N, = k'Td, (3.23)

Relacionando a equacéo 3.23 e a equacao 3.22, resulta na equacgéo 3.24.

N, = TTk'Td, (3.24)

Considerando k = TTk'T, obtém-se na equagdo 3.25 a forma mais compacta da
equacdo 3.24.
N, = kd, (3.25)

A matriz k é a matriz de rigidez do membro em coordenadas globais. Uma vez
conhecido T e k’, k pode ser obtida pela equacdo 3.24. Operando as matrizes na equacgéo 3.26,
a matriz de rigidez para um elemento referenciado no sistema de coordenadas global é
apresentada na equacao 3.27.

= O | P (3.16)

ix  Npy o Nexo Ny

AE[C* €S —C* —CS|N,
k=—1cs s* —cs -S|y (3.27)

—¢c2 —cs ¢ sy

—cS -S§2 ¢s sz 1Y

A localizacdo de cada entrada na matriz simétrica esta referenciada a um grau de
liberdade global localizados nas extremidades do elemento. Na equacdo 3.27, para o elemento
em questdo, sdo representados os graus de liberdade correspondente a cada entrada da matriz.

A equagdo 3.27 é chamada matriz de rigidez global do elemento, estando contidos
nela as relagOes forga-deslocamento globais para o elemento. Segundo Hibbeler (2012), cada
um dos termos k;; na matriz € um coeficiente de influéncia na rigidez, que denota a forga x ou
y necessaria no componente i para provocar um deslocamento unitario em X ou y no
componente j.
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3.3 MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL DA ESTRUTURA

Ap0s determinar a matriz de rigidez global de cada elemento da estrutura, obtendo
assim as relacdes forca-deslocamento para cada um desses elementos, é necessario agrupar a
contribuicdo de cada uma dessas relacdes para obter a matriz de rigidez global da estrutura.

Figura 3.8 — Elemento de barra e seus graus de liberdade.

4
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Fonte: Autoria propria.

Esse processo consiste em identificar os graus de liberdade correspondentes as
extremidades de cada elemento e sobrepor seus efeitos em uma Unica matriz quadrada de
dimensdo igual aos graus de liberdade existentes na estrutura. A contribuicdo de cada
elemento devera ser posicionada nas entradas da matriz respectivas aos graus de liberdade que
este elemento possui, assim, se, por exemplo, um elemento contiver os graus de liberdade de 1
a 4, esses deverdo ser posicionados nas linhas e colunas respectivas da matriz de rigidez
global da estrutura aos graus de liberdade que correspondem, como o elemento 1 ilustrado na
figura 3.8.

Utilizando a equacdo 3.27, obtém-se a matriz de rigidez dos trés elementos da trelica
apresentada figura 3.8, esta representadas na equacdes 3.28, 3.29 e 3.30, respectivamente.
Para tanto, adotou-se mddulo de Young E=215000 MPa e area A=200mmz2,

1 2 3 4

[3,040559  3,040559  3,040559 —3,040559]"

k, = 10% « | 3,040559  3,040559 3,040559 —3,040559| (3.28)
—3,040559 —3,040559 3,040559  3,040559°
|—3,040559 —3,040559 3,040559  3,040559]%
3 4 5 6 ,
[ 3,040559  3,040559  3,040559 —3,040559]

k, = 10* » | 3,040559  3,040559  3,040559 —3,040559;‘ (3.29)
—3,040559 —3,040559 3,040559  3,040559
|—3,040559 —3,040559 3,040559  3,040559]°
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5 6 1 2

215 0 —-215 0
k;=10*«x] 0 0 0 O
-215 0 215 0

0

5

6

° (3.30)
0 0 0 2

Nas equacdes 3.28, 3.29 e 3.30, os numeros sobre as colunas e ao lado das linhas da
matriz identificam os graus de liberdade os quais cada elemento pertence.

Se dois elementos estiverem conectados através de um mesmo no, como 0s
elementos 1 e 2 conectados através do né 2, na figura 9, neste n6 os graus de liberdade de suas
extremidades coincidirdo, e seus efeitos serdo sobrepostos nas posi¢cdes da matriz de rigidez
global da estrutura referentes aos graus de liberdade que tém em comum.

Dessa forma, os elementos 1 e 2 tem em comum os graus de liberdade 3 e 4, logo
suas entradas correspondentes a esses graus de liberdade se somardo na matriz de rigidez
global da estrutura, caracterizando assim a sobreposicdo das matrizes de rigidez k1 e k2 nas
entradas compartilhadas.

Logo, a matriz de rigidez global para a estrutura apresentada serd como apresentado
na equacdo 3.31.

K =

1 2 3 4 5 6

- 51905  3,040559  3,040559 —3,040559 —2.1500 0 71
3,0405  3,040559  3,040559 —3,040559 0 0 2 (3.31)

10%|—3,0405 —3,040559 6,081118  6,081118 3,040559 —3,040559]3
—3,0405 —3,040559 6,081118 6,081118 3,040559 —3,040559]4
—2.1500 0 —3,040559 —3,040559 5,190559  3,040559 |5
0 0 —3,040559 —3,040559 3,040559  3,040559 lg

Conhecida a matriz de rigidez global para a estrutura, a resolucdo da estrutura se
resume a resolucdo do sistema apresentado em sua forma reduzida na equacgdo 3.32, onde N é
o vetor global das forcas externas a estrutura, K é a matriz de rigidez global para a estrutura e
D é o vetor dos deslocamentos global da estrutura.

N =KD (3.32)

Através da equacdo 3.32 e sendo conhecidos previamente o vetor de forgas externas
e a matriz de rigidez global da estrutura, é possivel determinar o vetor dos deslocamentos
referentes a cada grau de liberdade da estrutura, permitindo se conhecer as forgas atuantes em
cada elemento e consequentemente as tensoes.
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4 IMPLEMENTO COMPUTACIONAL

4.1 INTRODUCAO

O programa desenvolvido, chamado TMEF, neste trabalho possui dois codigos
principais, um que sera chamado de processador e outro chamado de interface. Na interface,
o cddigo que vai gerar a interface gréfica que permitira o usuario inserir os dados do problema
e 0 cddigo processador realizara os calculos e processamento dos dados.

O cadigo processador foi baseado no exemplo problem4.m do livro do Ferreira
(2009), para a resolucéo de trelicas planas por elementos finitos.

Esse cddigo é o responsavel pelo processamento dos dados inseridos pelo usuério,
separagdo das coordenadas x e y dos nos, criacdo das matrizes dos deslocamentos e forgas
globais da estrutura, definicdo dos apoios e calculo da quantidade de graus de liberdade da
estrutura.

No cddigo processador também sdo chamadas as fungdes responsaveis pelo célculo
da matriz de rigidez, calculo dos deslocamentos, tensdes, forcas e reacdes de apoios.

4.2 APLICATIVO DESENVOLVIDO

421 CODIGO INTERFACE

Utilizando a ferramenta GUI (Graphical User Interface) do MATLAB, foi elaborada
a parte visual da interface grafica do TMEF, composta grande parte por caixas de texto
editaveis, caixas de texto estaticas, botdes e tabelas, como na figura 4.1. O lado esquerdo da
interface contém o painel onde serdo apresentadas as tabelas para a entrada de dados pelo
usudrio quando acessadas através da barra de ferramentas.

Ao centro, encontra-se a janela de visualizacdo da estrutura (nés e elementos), inicial
e deformada. A janela de visualizacdo é um elemento do tipo axes da GUI do MATLAB,
atualizado sempre que o usuério inserir novas coordenadas dos nés ou elementos, e ao se
realizar os célculos, apresentando assim a estrutura deformada.

No lado direito estd posicionado o painel dos resultados, contendo uma tabela
principal que apresenta os valores respectivos aos botbes acima dela, sendo eles Reacbes de
Apoio, Forcas Internas, Tensdes e Deslocamentos. Na barra de ferramentas contém os botdes
gue contém as mesmas funcbes desses localizados sobre a tabela dos resultados.
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Figura 4.1 — Tela inicial do TMEF.
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Fonte: Autoria propria.

4.2.1.1 BARRA DE FERRAMENTAS

Utilizando os botbes na barra de ferramentas, o usuério podera editar as tabelas e
modificar as propriedades (area e médulo de Young), estrutura (nds e elementos), apoios e
forcas. A barra de ferramentas é apresentada na figura 4.2.

Figura 4.2 — Barra de ferramentas TMEF.

Propriedades A i i Bl Rcac,‘(‘)c_s
(area e modulo de Young) s catird o de Apoio

g T T T 4
@oNB> INNA
w7 N\

Forgas Deslocamentos Forgas
Internas

Fonte: Autoria prépria.

A area de trabalho do TMEF é composta por varios objetos (tabelas, botdes, caixas
de texto e outros) agrupados em paingis, utilizando do objeto Panel, na GUI do MATLAB.

Cada um dos tipos de entrada de dados permitido ao usuario esta agrupado em painéis que
estdo sobrepostos e inicialmente invisiveis.
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Ao se escolher a caracteristica do projeto que se deseja alterar (propriedades,
estrutura, apoios e forcas), o painel respectivo a essa caracteristica é tornado visivel mantendo
0s demais ocultos.

Esse tipo de estratégia foi utilizada por permitir o uso de apenas uma interface,
diminuindo a necessidade de intercambio de informacgdes entre interfaces, o que seria
necessario se fosse utilizadas mais de uma interface.

A visibilidade de cada painel pode ser alterada utilizando a funcéo set, que permite
definir valores para propriedades de objetos presentes na interface gréafica. Para os painéis de
entrada de dados a propriedade alterada foi Visible. As propriedades de um objeto podem ser
acessadas através do menu Property Inspector.

A figura 4.3 mostra a tabela de edicdo dos nos e elementos da estrutura, tornada
visivel utilizando o botdo Estrutura na barra de ferramentas.

Figura 4.3 — Painel Entrada de Dados.

— Entrada de dados

N® Agplicar

X (mm) ¥ (mm)
1
2
3
1

Ok
— Elementos
N® Aplicar

Né Inicial (i} N6 Final (Nf)
1
2
3
4

— Nos.

Fonte: Autoria propria.

4.3 UTILIZACAO DO PROGRAMA

4.3.1 Entrada dos dados

Optou-se por permitir que o usudrio utilizasse de tabelas para inserir os dados
necessarios para a analise, com excecdo da area da secédo transversal e modulo de Young, que
por serem comum a toda a estrutura, a utilizacdo de caixas de texto editdveis seriam
suficientes.

A figura 1.4.a mostra a entrada de dados através de caixas de texto, enquanto a figura
1.4.b mostra a entrada de dados através de tabela.
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Figura 4.4 — Tipos de entrada de dados.

— Nés

N® Aplicar
Propriedades
X (mm) ¥ (mm) .
1 Area (A) mm®
2 Modulo de
i Young (E} MPa
Aplicar
Ok
(a) (b)

Fonte: Autoria prépria.

Na entrada de dados atraves de caixas de texto editiveis, o valor inserido pelo
usudrio € inserido em uma matriz de ordem 1x1, por se tratar de um unico valor, como por
exemplo, os valores de area e modulo de Young. Porém, na entrada de dados através de
tabelas, os valores inseridos pelo usuario sdo armazenados em matriz com ordem respectiva a
quantidade de linhas e colunas da tabela, como por exemplo, a coordenada dos nés e
elementos.

Os dados sdo extraidos das tabelas e das caixas de texto editaveis com a fungdo get
do MATLAB, e guardados nas variaveis respectivas, sendo definidas no workspace base! do
MATLAB utilizando a fungéo assignin.

Na tabela 1.1 é apresentada a comparacdo entre o0 modo de insercdo de dados do
usuario e interpretacdo desses pelo TMEF.

Tabela 4.1 — Comparacao entre a entrada e interpretacdo de dados.

ENDTRA DE DADOS NA INTERPRETACAO NO
INTERFACE GRAFICA WORKSPACE
E =
— Propriedades
Area (A): 100 —= 200
Madulo de
Young (E): 200 MPa
Aplicar A=
100

1 O workspace base ¢ o local onde as variaveis da linha de comando ficam armazenadas no
MATLAB.
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— Nos

W= 3 Aplicar
X (mm) ¥ (mm) nos =

1 0 0

2 1000 [ETTT]

3 2000 0 0 0
1000 1000
2000 0

Ok

Fonte: Autoria propria.

As unidades dos valores inseridos pelo usuario foram pré-estabelecidas ndo podendo
ser redefinidas pelo usuério. Espera-se futuramente permitir a escolha e conversdo de
unidades utilizadas, como também a obtencéo das areas através das medidas de se¢cdes mais
utilizadas. As unidades de cada propriedade sdo apresentadas proximo as entradas de dados.

A tabela 4.2 apresenta a convencao de unidades estabelecida no TMEF.

Tabela 4.2 — Convencao de unidades do TMEF.

PROPRIEDADE UNIDADE
Area mmz2
Maodulo de Young/Elasticidade MPa (N/mm?)
Coordenadas dos nos mm
Deslocamentos Mm
Tenséo MPa (N/mm?)
Forca/Forca Interna N

4.4 VISUALIZACAO DA ESTRUTURA

No centro da interface gréfica esta localizado um elemento axes do MATLAB onde
sdo plotados os noés, representados pelo simbolo ‘o', e 0s elementos da estrutura,
representados por linhas.

Os nos séo inseridos adicionando na tabela N6s informando as coordenadas x e y dos
mesmos, e 0s elementos séo definidos informando o nd inicial e o n6 final que o delimitam. E
importante ser observado que a numeragdo dos noés, que definem os elementos, obedece a
ordem com que 0s nds foram inseridos pelo usuario.
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4.5 ROTINAS

As funcbes evalin e assignin foram utilizadas para ler e definir as variaveis,
respectivamente, no workspace do MATLAB, possibilitando a interagdo entre os dados
inseridos pelo usuario na interface grafica e o cddigo processador, para posterior
processamento e saida de dados.

Outras fungdes, como zeros foram utilizadas para criar matrizes nulas que
posteriormente receberiam os valores finais das varidveis como, por exemplo, 0s
deslocamentos. A funcéo size foi utilizada em varias etapas onde foi necessario conhecer a
dimenséo e uma variavel.

Estruturas de controle, como, por exemplo, o for, em conjunto com a funcéo size,
permitiram que o cédigo se adaptasse a qualquer nimero de nos e elementos na estrutura.

Funcdes auxiliares foram escritas para melhor organizar o cddigo. Essas fungdes sdo
chamadas através do cddigo processador e provém resultados como reaclGes de apoio,
deslocamento, tensdes e forcas internas.

A figura 4.5 apresenta o fluxograma, que tenta elucidar, de maneira sucinta, o
funcionamento geral do TMEF.

4.6 SAIDA DOS RESULTADOS

Apds fornecidos os valores pelo usuario, 0s mesmo sdo processados no codigo
processador. Este cddigo organiza as coordenadas inseridas pelo usuério, bem como a matriz
de conectividade, forcas e restricdes de deslocamentos (apoios).

Em seguida, codigos de funcdes auxiliares sdo chamados para calcularem a matriz de
rigidez de cada elemento, sobrepor as matrizes de rigidez dos elementos para formar a matriz
de rigidez da estrutura, calcular os deslocamentos e, por conseguinte, forcas internas, reagoes
de apoio e tensdes nas barras.

Apos se obter os valores fornecidos por estas fungfes, 0os mesmos sdo definidos no
cédigo da interface, possibilitando os mesmos serem fornecidos pelo usuério através de
tabelas.

Os resultados fornecidos pela aplicacdo sdo apresentados na tabela presente a
esquerda da janela do aplicativo, podendo ser acessados através de botBes na barra de
ferramentas ou por botdes localizados sobre a tabela. Estdo disponiveis os resultados
numéricos dos deslocamentos, reacdes de apoio, forcas internas e tensdes nos elementos.

Os valores das reagOes sdo informados seguindo a sequéncia utilizada para
determinar os apoios, sendo 0s nimeros impares as forcas horizontais € 0s nimeros pares as
forgas verticais.

As forcas internas estdo associadas ao nimero do elemento o qual esta submetido,
bem como as tensfes. Tanto para as forcas internas, quanto para as tensdes, valores negativos
denotam compressdo do elemento, enquanto valores positivos indicam tracao.

Os deslocamentos sdo organizados pelos nés em que ocorrem, sendo separados
individualmente por componentes nas dire¢es X e Y globais.



Figura 4.5 — Fluxograma TMEF.
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5 EXEMPLOS DE APLICACAO

Este capitulo é dedicado a mostrar atraves de exemplos a eficiéncia e robustez do
TMEF. Sendo utilizados dois exemplos que, respectivamente, demonstram a eficiéncia do
aplicativo em ser capaz de prover os resultados de forma menos dispendiosa e mais simples
que a forma analitica e com elevado grau de precisdo, e comparando os resultados por ele
providos com um aplicativo reconhecidamente eficiente, como o FTOOL.

5.1 EXEMPLO 01

No primeiro exemplo, apresentado na figura 5.1, uma trelica simples sera resolvida
de método analitico utilizando o método dos nés para determinacdo dos esforgos internos e o
principio dos trabalhos virtuais para a determinacdo dos deslocamentos.

Sédo considerados para este exemplo area da secdo transversal de A = 200 mm? e
modulo de Young ou Elasticidade de E = 215000 MPa.

Primeiramente é calculado as reacBes de apoio da estrutura. Por se tratar de uma
trelica isoestatica, as trés equacOes da estatica sdo suficientes para determina-los. Utilizando
as relacOes da equacdo 2.3, obtém-se as equacgdes 5.1 e 5.2.

D E=0:H=0 (5.1)

5.2

ZFy=O:.VA+VC=1OOO (5.2)

Por simetria de geometria e carregamentos da estrutura se pode verificar que a carga

é divida igualmente entre os dois apoios, sendo assim, os valores dos apoios sdo apresentados
nas equacoes 5.3 e 5.4,

V, = 500 N (5.3)
V, =500 N (5.4)

Os resultados apresentados podem facilmente serem comprovados através do
somatdrio dos momentos das forcas externas em relagdo a qualquer ponto da estrutura.

Apbs conhecida as reacbes nos apoios, € calculado o esforco em cada barra que
compde a estrutura. Convencionou-se neste exemplo a utilizagdo do método dos nos.

Para determinar os esforcos internos utilizando o método dos nos é necessario fazer
um diagrama de corpo livre dos nos a serem analisados, representando as forgas que
concorrem nos mesmos. O diagrama do n6 A esta apresentado na figura 5.2.
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Figura 5.1 — Exemplo 01.

Fonte: Autoria propria.

A forca da reacdo horizontal do apoio ndo foi representada no mesmo devido ao seu
valor ser nulo.

Figura 5.2 — Diagrama de corpo livre do n6 A.

V,=500 N
Fonte: Autoria propria.

Utilizando o diagrama de corpo livre e as equacbes da estética, verifica-se as
condicGes de equilibrio de um ponto material para determinar as forgas internas F,. € F45. O
processo para obtencdo de seus valores sdo apresentados nas equacgdes 5.5 e 5.6,
respectivamente.

z E, =0 . Fyp * 5en(45°) + 500 = 0 = Fyp = —707,10678 N (5.5)

Z Fy =0 = Fye + (—=707,10678) * cos(45°) = 0 « F,c = 500 N (5.6)

Restando determinar a forca na barra BC, é apresentado na figura 5.3 o diagrama de

corpo livre dono C.
De forma analoga ao no A, utiliza-se as equagdes de equilibrio para determinagéo da

forca na barra BC.

ZFy =0 - Fop *sen(45°) + 500 = 0 Fop = —707,10678 N (5.7)
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Figura 5.3 — Diagrama de corpo livre do né C.

Fonte: Autoria propria.

A figura 5.4 mostra a trelica em estudo com os valores das forcas internas junto as
barras.

Figura 5.4 — Forcas internas.

1000 mm

| 2000 mm |

Va Ve

Fonte: Autoria propria.

Os valores negativos indicam que a barra esta sobre compressao, enquanto os valores
positivos indicam que estéo tracionadas.

Apds encontrada as forcgas internas, as tensfes internas sdo encontradas pela razéo
entre a forca no elemento e a &rea de sua se¢do transversal.

Os valores das tensdes sdo apresentados na tabela 5.1 e 0s numeros dos elementos
séo apresentados na figura 5.1.

Tabela 5.1 — Elementos e tensdes respectivas.

ELEMENTO TENSAO
1 -3,5355 MPa
2 -3,5355 MPa
3 2,5000 MPa

Para se conhecer os deslocamentos sera utilizado o Principio dos Trabalhos Virtuais,
onde o trabalho realizado pelas forcas externas & estrutura deve ser igual ao trabalho realizado
pelas forgas internas a estrutura, para que ela esteja em equilibrio.
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Para a utilizacdo do Principio dos Trabalho Virtuais, deve-se realizar uma analise
extra na estrutura substituindo os carregamentos reais externos da estrutura por uma unica
carga unitaria adimensional no no e direcdo respectiva que se desenha conhecer o
deslocamento. A equacdo 5.8 e 5.9 podem ser utilizadas para determinar deslocamento de um
ponto qualquer da estrutura.

W, =W, (5.8)
ii 69
L. AE |

Onde,

0 = deslocamento na dire¢ao da carga virtual unitaria;

n = forga interna na m-eésima barra na analise da estrutura submetida ao esforco
virtual;

N = forg¢a interna na m-ésima barra na analise real da estrutura;

L = comprimento da m-ésima barra;

A = érea da secdo transversal da m-ésima barra;

E = modulo de Young da m-ésima barra.

Neste exemplo serdo encontrados apenas os deslocamentos no né B, pois o objetivo
do mesmo é apenas elucidar o procedimento para se encontrar os deslocamentos dos nés da
estrutura. Devido a isso, é apresentado na figuras 5.5 a estrutura submetida aos dois estados
virtuais, respectivamente, com a forca aplicada ao n6 B na direcdo vertical (figura 5.5a) e
horizontal (figura 5.5b), e seus resultados.

Para determinar o deslocamento vertical do né B, sera utiliza-se os valores da figura
5.5a. aplicados na equagéo 5.9, assim como observado na equacao 5.10.

m
Z nNL
AE
i=1
(—0,7071678) * (—707,1678) * (1000 * v2) (5.10)
*

200 = 215000

(0,5) * (500) = (2000)
200 * 215000

= 4,4522 x 10~ *>mm

Para determinar o deslocamento horizontal do n6 B, sera utiliza-se os valores da
figura 5.5b. aplicados na equacdo 5.9, assim:
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(0,7071678) * (—707,1678) = (1000 * v2)
_ 200 * 215000

[(0,5) = (500) = (2000)

200 * 215000

(5.11)

(—0,7071678) * (—707,1678) * (1000 * 2)
200 = 215000

= 1,16275 * 10 *>mm

Como foi observado o processo de analise de estruturas analiticamente pode ser
bastante dispendioso. E importante ressaltar que os célculos realizados dizem respeito apenas
aos deslocamentos horizontal e vertical do né B, sendo necessario realizar 0 mesmo
procedimento para calcular os deslocamentos para 0s outros nds da estrutura. Outro fato que
comprova o quao dispendioso é o método analitico € o fato da estrutura analisada no exemplo
ser uma das mais simples possiveis, contendo apenas um painel.

Figura 5.4 — Forgas internas.
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Fonte: Autoria propria.

Na figura 5.4 é apresentado a interface do TMEF exibindo os resultados dos
deslocamentos com consideravel aproveitamento de tempo em relagéo ao processo analitico.

Na tabela 5.2 sdo comparados os resultados obtidos pelo TMEF e pelo método
analitico.



Tabela 5.2 — Comparacao entre resultados do TMEF e método analitico.
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GRANDEZA METODO ANALITICO TMEF
Reacé&o de apoio vertical no 500 N 500 N
né A
Reacéo de apoio horizontal ON -1,1369E-13 N
nono A
Reacdo de apoio vertical no 500 N 500 N
né C
Forca interna no elemento -707,10678 N -707,1068 N
AB
Forca interna no elemento -707,10678 N -707,1068 N
BC
Forga interna no elemento 500 N 500 N
CA
Tensdo no elemento AB -3,5355 MPa -3,5355 MPa
Tensdo no elemento BC -3,5355 MPa -3,5355 MPa
Tensdo no elemento CA 2,5000 MPa 2,5000 MPa
Deslocamento vertical no n6 0,044522 mm 0,0445 mm
B
Deslocamento horizontal no 0,0116275 mm 0,0116 mm

né B

Fonte: Autoria prépria.

Observando os dados da tabela 5.2, pode-se concluir que o TMEF produz resultados
muito proximos dos resultados obtidos no método analitico, estando suas diferencas a partir
da quinta casa decimal. Este fato, em parte, deve-se por ter sido adotado uma precisdo no

Matlab de quatro casas decimais.

Dessa forma, se os resultados obtidos pelo método analitico fossem arredondados
para apresentar apenas quatro digitos, os resultados entre o método analitico e 0 TMEF seriam

idénticos.
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5.2 EXEMPLO 02

O segundo exemplo tem como objetivo comprovar a robustez do TMEF
comparando-o com um aplicativo reconhecidamente eficaz. Para isso, os resultados do TMEF
serdo comparados com os resultados obtidos pelo FTOOL.

A figura 5.6. apresenta o exemplo a ser utilizado para comparar o TMEF e o
FTOOL, considerando que o modulo de Young do material de que as barras sdo feitas é
E=50000 MPa ¢ a &rea da se¢do transversal das mesmas é de 70 mmz2,

Figura 5.6 — Estrutura do exemplo 02.
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Fonte: Autoria propria.

Os numeros inscritos em circulos referem-se ao numero do n6 o qual identificam,
engquanto os numeros inscritos em quadrados referem-se ao numero do elemento que ele
identifica. Dessa forma, a trelica desse exemplo possui oito nds e treze barras (elementos).

Primeiramente, apresenta-se na figura 5.7 a estrutura e seu resultado no FTOOL.

Figura 5.7 — Exemplo 02 no FTOOL.
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Fonte: Autoria prépria.



43

E importante destacar que foi configurado no FTOOL que as conexdes entre as
barras eram dadas através de roletes, o que possibilitou a analise sem considerar a deformacéo
dos elementos, considerando apenas o deslocamento dos nos.

A figura 5.8 mostra a mesma estrutura definida e analisada no TMEF.

Figura 5.8 — Exemplo 02 no TMEF.
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Fonte: Autoria propria.

Para facilitar a observacdo e comparagdo entre os resultados obtidos pelo TMEF e
FTOOL, os mesmos sao apresentados na tabela 5.3. Sdo apresentados os valores das forcas
internas em todos os elementos e reagGes nos apoios. Sdo apresentados os valores dos
deslocamentos apenas para 0s nos da estrutura que possuem carregamento, sendo estes 0 nd
6,7 e 8. Embora comparados apenas trés nos, tanto o TMEF quando o FTOOL provem
resultados para o deslocamento em todos os nds. Os valores das tensbes internas nos
elementos sdo apresentados apenas do TMEF, uma vez que o FTOOL ndo provém valores
para tensoes.

Analisando a tabela de comparacdo dos resultados pode-se observar que o TMEF
produz os mesmos resultados que o FTOOL para todos os parametros comparados,
comprovando sua robustez e eficiéncia. Uma vantagem do TMEF em relacdo ao FTOOL é a
producdo de resultados de tensdes internas para todos os elementos da trelica.



Tabela 5.3 — Comparacao dos resultados do FTOOL e TMEF.

REACOES DE APOIO

REACAOQO/NO FTOOL TMEF
Reacdo vertical —n6 1 3,0000*10° N 3,0000*10° N
Reacdo horizontal —n6 1 ON ON
Reacdo vertical —n6 5 3,0000*10° N 3,0000*10° N
FORCAS INTERNAS
ELEMENTO FTOOL TMEF
Elemento 1 6,0000%103 N 6,0000*103 N
Elemento 2 6,0000*%103 N 6,0000*103 N
Elemento 3 6,0000%103 N 6,0000*103 N
Elemento 4 6,0000%103 N 6,0000*103 N
Elemento 5 -6,7082*10% N -6,7082*103 N
Elemento 6 -4,4721*103 N -4,4721*10° N
Elemento 7 -4,4721*103 N -4,4721*10° N
Elemento 8 -6,7082*103 N -6,7082*103 N
Elemento 9 ON -1,4552*1011 N
Elemento 10 -2,2361*103 N -2,2361*103 N
Elemento 11 2,0000%103 N 2,0000*103 N
Elemento 12 -2,2361*103 N -2,2361*103 N
Elemento 13 ON -1,4552*10°11 N




TENSOES INTERNAS

ELEMENTO FTOOL TMEF
Elemento 1 - 85,7143 MPa
Elemento 2 - 85,7143 MPa
Elemento 3 - 85,7143 MPa
Elemento 4 - 85,7143 MPa
Elemento 5 - -95,8315 MPa
Elemento 6 - -63,8877 MPa
Elemento 7 - -63,8877 MPa
Elemento 8 - -95,8315 MPa
Elemento 9 - -2,2737%10 MPa

Elemento 10 - -31,9438 MPa

Elemento 11 - 28,5714 MPa

Elemento 12 - -31,9438 MPa

Elemento 13 - -2,2737%10° MPa

DESLOCAMENTOS
FTOOL TMEF
NO X (mm) Y (mm) X (mm) Y (mm)
7 3,4286 -14,8431 3,4286 -14,8431
6 2,0878 -14,3302 2,0878 -14,3302
8 4,7693 -14,3302 4,7693 -14,3302

Fonte: Autoria prépria.
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6 CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho buscou oferecer uma contribui¢do ao estudo dos métodos numéricos na
engenharia civil, ligados ao problema de trelicas simples planas, e como resultado final a
producdo de um aplicativo baseado no MEF, por meio do MatLab, onde o usuario tem a
possibilidade de resolver de forma simples e intuitiva problemas ligados a este tipo de
estrutura.

Comparado os resultados obtidos no TMEF e uma ferramenta eficientemente
reconhecida como o FTOOL, pode-se comprovar a eficiéncia do TMEF na analise de trelicas
planas utilizando o método dos elementos finitos. A utilizagdo do TMEF permite a obtencdo
dos resultados com menor tempo do que o método analitico, de forma precisa e nao
dispendiosa, além de apresentar a forma deformada da estrutura em escala proporcional ao de
suas dimensdes.

A utilizacdo do MATLAB permitiu implementar o cddigo de maneira mais eficiente,
uma vez que 0 mesmo ja possui bibliotecas pré-carregadas. Foi elaborada a interface gréfica,
que permite ao usuario inserir com maior facilidade os dados do programa, sem precisar ter
conhecimentos sobre programacado e algoritmos. A mesma interface permite que o usuario
visualize a estrutura enquanto a insere, bem como apds seu célculo.

Espera-se que essa ferramenta possa ser melhorada, permitindo o calculo de trelicas
tridimensionais, conversdes de unidades, definicdo da precisdo e impresséo dos resultados. O
TMEF pode ainda ser utilizado como ferramenta auxiliar no ensino, facilitando a
compreensdo dos resultados e permitindo a interagdo dos discentes com softwares de analise
estrutural.
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